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Stabilite et
Mécanique celeste

Christelle Dumas et Michel Bobin

Eléve en classe prépa, Christelle Dumas nous pré-
sente le travail sur le théme "Systémes dynami-
ques" qu'elle a effectué dans le cadre d'un TIPE
durant I'année scolaire 96-97. Une version écrite
de la totalité de la partie technique serait trop co-
pieuse pour étre publiée dans nos colonnes. Toute-
fois on trouvera dans I'annexe 2 le traitement des
points de Lagrange. rédigé par Michel Bobin.

TIPE (Travail d’Initiative Per-
L somnelle Encadré) est une nou-
velle épreuve créée a la suite de la re-
forme des classes préparatoires scien-
tifiques. La plupart des concours aux
Grandes Ecoles 1'ont mise en place
pour V'année 1997. En particulier les
Mines, Centrale ¢t ies ENSI se sont
regroupés pour faire passer une €preu-
Ve COmmune.

Au début de 'année de Mathémati-
ques Speéciales. 1éleve choisit une ma-
tiére entre deux ou trois proposées
suivant la section. Pour ce qui est de la
section MP, le choix se fait entre ma-
thématiques, physique et informati-
que. A chaque matiére est rattache
chaque année un théme, respective-
ment les systémes dynamiques, la me-
sure et I'image pour |'épreuve de
1997.

Le travail de 1'éiéve tout au long de
I’année consiste d une part A choisir
un sujet approprié, a ’étudier, a pré-
parer un expos¢, ¢t enfin a rédiger une
fiche synoptique {cf. Annexe 1) qui
doit résumer son travail. D’autre part
il doit s’entrainer a lire des texies
scientifiques rapidement et acquérir
une culture sur le théme proposé. L7¢-
preuve commune s¢ présente ainsi | a
partir de textes scientifiques ou de
vulgarisation ayant trait au théme gé-
néral et fournis par le jury, le candidat

prépare pendant 2hi3 un cxposé. Puis
il présente au jury constitu¢ de deux
personnes deux exposés de 10 min
celui préparé dans l'année et celul
proposé par le jury. Chacun est suivi
de 10 min de questions. La fiche sy-
noptique a pour but de rappeler au jury
la teneur de 1'exposé personnel. L'€le-
ve dispose d'un tableau et d’un rétro-
projecteur pour ses exposes.

Les documents que 1'on m’a pro-
posés le jour de mon oral étaient re-
groupés sous le titre “information et
complexité” et comportaient un texte
scientifique et un texte plus culturel
extrait de “La Recherche”.

¥ ai choisi comme sujet personnel
“stabilité en mécanigue céleste”, qui
reléve du théme mathématique, malgré
son titre.

Dans la premiére partie, je définis
la stabilité d’une sclution d’un systéme
différentiel, je foumnis une condition
nécessaire et suffisante pour que toutes
les solutions d'un svstéme linéaire
soient stables, puis je donne des théo-
rémes qui permettent de déduire la sta-
bilité d’une solution d’un systéme non
linéaire de la stabilité de la méme solu-
tion du svstéme linéaire associé.

La suite de mon exposé consiste a
étudier des applications de cette no-
tion de stabilité¢ dans le domaine de la
mécanique céleste.
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Nom de 1" établissement
Ville: . Mevilly. sur.Seime ... ...

Je soussigné, o
Jrep——

.
TIPE durant "aande par }éieve
Date .../ h

N® dhiaseription = i oo
Prénoms © ..

Candidat

Filiere : . #2  Theme:

puissant dans e développement de la mécanique. Les plus
grands noms de la science v sont attachés Kepler.
Newton, Lagrange. Laplace.. La question de stabilité
touche a la philosophie. 4 I'histoire, & la physique et aux
mathématiques. Je m'intéresse ici 4 quelques techniques
mathématiques sous-jacentes 4 ce probléme.

Travail de recherche

Les livres que j'ai cités dans la bibliographie provicn-
nent du centre de documentation de ''NRIA de Rocquen-
court et des bibliotheques de 'Université Pierre et Maric
Curie. D'autre part. je me suis servie du logiciel de calcnl
formel Maple afin de faire les calculs, les graphes et toutes
sortes de représentations nécessaires a mes applications.

Plan de I'exposé
1- Comportement asymptotique de systémes linéaires et

11- Stabilité des solutions d'une équation différenticlle.
Dans ce paragraphe. je m'attache a définir différents tvpes
de stabilit¢ de solutions d'une équation différenticlic.

12- Classification des svstémes linéaires 2 x 2.

1l s'agit ici d'étudier la stabitité des solutions de I'équation
différentielle X' = Ax. 0l A est une matrice carrée inversi-
ble d'ordre 2. On obtient ainsi six portraits de phase ty-
pes.

13- Extension aux systémes linéaires n-dimensionnels.
Dans certains cas. le comportement asymptotique des so-
lutions du systéme au voisinage d'un point critique est lg
méme que celui des solutions du systéme linéarisé - je
precise donc dans cette partie des conditions suffisantes
qui permeticnt d'¢tendre les résultats acquis dans le cas li-
néaire,

2- Etude de la libration de la Lunc.

21- Mis¢ en place des équations.
On étudie le systéme constitué de denx COIps en interac-
tion gravitationnelle. l'exemple pris est cetui de la Terre et
de la Lune. Pour cela on fait I'hypothése que I'un des axes
lics 4 la Lune est constamment perpendiculaire 3 son orbi-
te.

Anrexe 1 : fiche synostigue

. .lycée.Pasteur. ...

s...Qhristelle DUMAS. . ...

@ rentetire en dens exemplaives lor de 'éproure

Nom: LB

Christelle Marie. . ... ... ...

L'étude du systéme solaire a toujours été un aiguillon -

ot e Veablieement ol Sy

auesie que 1a description ci-dessous, currespuny au travail effeciud on

fpreuve Commune de TIPE

=

FICHE SYNCPTIQUE

. Systémes dynamigues

Stabilité et mécanique céleste

Afin d'cxprimer le théoréme du moment cinétique. on éta-
blit le mement de la force gravitationnelle.
L'équation obtenue s'appelle éguation d'Euler.

22- Etude au voisinage d'un point critique.
On reconnait I'équation du pendule. Dans un cas, on ob-
tient deux valeurs propres  réelles  opposées.
l'approximation de la linéarisation donne alors l'instabilité
du systéme. Dans F'autre. les valeurs propres sont imagi-
naires pures et on ne peut pas conclure a long terme. On
obtient alors une condition nécessaire de stabilité.

3- Etude des points de Lagrange.
31- Misc en place des équations.

Le probléme restreint des trois corps. dans lequel l'un des
corps ¢st de masse négligeable devant celle des deus au-
tres. se modélise dans un repére tournant lié aux corps
massifs. On établit le systéme régissant le mouvement du
COTPS Sans masse.
32- Ewde au voisinage d'un point critique.

Les points critiques sont de deux tvpes : les points
d'Euler. qui sont alignés avec les deux corps massifs et les
points de Lagrange qui forment chacun un triangle équila-
téral avec ces deux corps. La lindarisation du systéme au
voistnage de ces points permet une étude partielle de leur
stabilit¢,
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Outre I’étude de la libration de la Lune qui permet
d’expliquer pourquoi I'on ne voit qu’une face de celle-
ct, }"al abordé le probleme restreint des trois corps. Ce
probléme consiste & considérer deux corps massifs My
et M, en interaction et qui font subir a un troisiéme
corps de masse quasi-rulle un champ d’attraction gra-
vitationnelle. En supposant que les deux corps massifs
sont en trajectoire circulaire et uniforme, le systeme
différentiel régissant le mouvement du troisieme corps
s’établit aisément. A ce probléme, Euler a trouve trois
positions d’équilibre (les points sont les extrema de la
fonction potentiel appliquée au corps) : ces pomts sont
alignés avec M, et M. Lagrange, plus tard, en a trou-
vé deux autres qui forment chacun un triangle équilate-
ral avec M; et M, .

On se demande si ces points d’équilibre sont sta-
bles, ¢’est-a-dire si la solution constante, egale a ce
point critique est stable.

La linéarisatior permet de conclure dans le cas des
points d’Euler : ils sont instables. Elle ne permet pas
de traiter complétement le cas des points de Lagrange :

Annexe 2 :

on peut simplement démontrer que si le rapport des
masses de M; et M, est compris entre 0,04 et 25, il ne
peut v avoir stabilité (Cf. Annexe 2).

Cependant, I'expérience vient & notre secours : en
1966, on a observé un astéroide, Achille formant un
triangle équilatéral avec le Soleil st Jupiter ; onen a
découvert d'autres qui forment deux groupes que 'on a
nommeés les Trovens (avec Hector) et les Grecs (avec
Patrocle ). Ii peut done y avoir stabilité des points de
Lagrange... En 1990, on a découvert Eureka, asteroide
formant un triangle équilatérai avec Mars et le Soleil.

Enfin, dans les années 60, des scientifiques ont
trouvé une démonstration du fait que si le rapport des
masses de M; et M, est supérieur a 25, les points de
Lagrange sont stables, sauf peut-étre pour un nombre
fini de valeurs de ce rapport.

La partie technique de mon exposé ne prétend pas
donner réponse a tout, puisque la linearisation ne per-
met pas toujours de conclure. Cependant, elle permet
de montrer une application d'une theéorie un peu ardue
et abstraite.

Etude des points de Lagrange dans le probleme restreint des trois corps.

Plus d'un labo de physique s'orne d'un dessin hu-
moristique dont la légende est " Si I'expérience ne
marche pas, avant d'incriminer I'électrodvnamique
guantique, penser a vérifier les fusibles”. Ce principe
de simplicité, dit "rasoir d'Occam”, n'est cependant
pas toujours facile a respecter : comme le savent les
lecteurs de ces Cahiers, Alexis-Claude Clairaut, fit,
en 1743, une lecture devant ' Académie : "l'orbite de
la Lune dans le systeme de M. Newton" ; puls suggé-
ra une loi d'attraction en kR™> + k'R™* avant de se
ressaisit en 1749, D'Alembert aussi avait pensé a
kR ? + k'R''. On sait depuis Poincaré gue méme
avec la bonne vieille loi de Newton en kR ™7 le pro-
bleme des trois corps n'admet pas de solution géné-
rale.

1 - Mise en place des équations.

Les trois corps M; M., M; sont supposés de masses
respectives m; , my 0 (fig.1). Clest le "probleme res-
treint des trois corps”. Leurs distances mutuetles sont
R =MM,, r, =M, M, r, = M;M; . Le potentiel at-
tractif exercé en M; par M, et M; a donc pour expres-
sion |

mym,
U(rl,r2)=Gx(—+—r—) (N

1 2

Si I'on fait en outre, comme ci-apres, thypothese que le
mouvement de révolution de M; et M; autour de leur
barycentre- O est circulaire uniforme, on parle du
"probléme restreint et circulaire des trois corps”.

On sait que l'interaction gravitationnelle :

— mm. ¥
F(r)=—-G—+—
T
amene, dans le cas elliptique, (période T, denu-grand
axe a) a la troisiéme loi de Kepler

mom,

ou ;= est la "masse réduite” du systeme.

m, = m,

Dans le cas circulaire uniforme {avec a = R), la vitesse
angulaire ® = 27/ T est donc :

|G (m, ~m.)
o B
On se place alors dans le repere toumant, non galiléen,
d'origine O = Bar {(M;, m;) . (M;, my)}lié aux deux
corps massifs ou l'ona M, : (- uR /m; ; 0; 0)
M;:(uR/m;;0;0) M::(x.y:;0) (fig.1).
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On se restreint donc encore au cas ou les conditions
initiales font que le mouvement de M;a lieu dans le
plan de ceux de M, et M;. On a alors
n? =(x~-uR/m)>+y*
et 1" = (x-puR/my)? + y? (3)

Dans ce reférentiel tournant avec la vitesse angulaire
@ (0:0;w), pour une particule de masse m repérée
par 7: (x ; y; 0), le théoréme de Coriolis sur la com-
position des accélérations s'exprime par :

» — —la
Fo = 7 20N G A(@AF) (4

ou ' estl'accélération dans le repére galiléen
st r celle dans le repére toumant ;

r —2%FA v (-20): 2 o x; 0) est 'accélération de
Coriolis ;

1"; =@r(BAF) (- 0% ; - 0% ; 0) est laccélération
d'entrainement.

La relation fondamentale de la dynamique,

m( r o+ [+T,)=mvU, . ,fournit par projection

. &
i -2 yv-wx= ‘5
le systéme : ¢ (5}
3 e s A
VL0 X—@) y = ——
’ Ty
que l'introduction du "potentiel efficace”
Vi) =Un)+e?x2+y?)/r {6)
permet de réécrire
2 24
x-2oy=—
; & (7)
iy i
by 2 x = —

L
Les points du plan xOy vérifiant dV / dx =dV /dy = 0
que l'on appelie les "points de Lagrange" sont des
points d'équilibre, en ce sens qu'une particule qui est
abandonnée avec une vitesse nulle y demeure au repos,
son accelération étant nulle.

Remarquons ici que |'usage dans la littérature est de
taire 'apport d'Euler. On s'y conformera désormais.

0
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2 - Localisation des points de Lagrange.

(1) (2) et (6} fournmissent la relation :
Ly M Lmy+my) x* '?'}J:
I”(i‘:__h):(f(iﬁ- )+(I 3 . -
P TR r ¥
Par dérivation (3) donne (%)) et (85)

oy, 1 < 1
%=—(x+uR/'m,_) —=—(x- uR/m)
o F &on

< 1

(8)

ar ¥ %
S 5 n
et (8) fournit alors (8) et (8,)
(1 & mom,  om, M. b1
JG‘E‘:% x'(T‘*(ET+ E ))+#R'(?—h—_~,)
1A mo+m, mm
'E::‘v T—(?+h—3))

Les points de Lagrange sont donc les solutions du sys-
teme, formé des relations (9;) et (9,) :

Pomsm, o ompom, 11
X () ER ) =0
' K 7 g oo

g

| m+m, m om 0

TR G

points de Lagrange et lignes de niveau du champ V

e Pour v =0
(92) foumit: 1M T Ty (10)
R mory
qui reportée dans (9y) livre =1, (11) d'ot par (10)
R =1 =r; ce qui correspond aux points de Lagrange
q P g
L4 et Lﬁ.
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spoury=190 :enposant O =m,/myetu=1 -8 (12)
I'équation (9:) se simplifie en ;

x (W18 - uR’ (rs° + 6 N+ ORYrP -1y =0 (13)
et (enn=|x+6R/ul etry=i{x-R/u. (i39)
On se limitera a la recherche de Li(R/u=x, < X)
pour laisser au lecteur Ie loisir de traiter L, (6R /u =
v, <x<x, =R/uwpuisbilx<x, =- AR /u).

(13) devient alors -

ut o (x-x,, ) (x- x, ). Py(x)=0 avec

P =u x* + 20 (- 1) Rx*+uz(82-48 + )R>
(B 5020+ DRx?- (20 +46° -9 -46 - 2) R
(B -6+ DR (14)
dont on peut montrer qu'il possede une unique racme
reelle > x,,

Par exemple pour le systeme M, = Terre ; M, = Lune
ona ©=0,0123 et Ps(x) = 0 admet la solution

x ~ R. 1,15625. La fig. 2 donne pour M, = Soleil et M;
= Jupiter quelques équipotentielies de V et les positions
des cing points de Lagrange.

3 - Résumé mathématique sur les systémes
différentiels.

« Une solution y du systéeme différentiel (SD) :
de = F(1.z7), définie pour t > 0, est dite stabie lorsque
daft

ve»0 36>0 ; Vi solution de (SD)
e (@) -y (O)<d = Yt20 [pt)-y@) <&
et asymptotiquement stable si de plus :

:,l_ij}}_,(¢(’)A P(1) =

ee |2 stabilité de la solution d'un systéme lineaire

iz . . . :

CT — 4z avec A matrice inversible de dimension (n, n},
i

dépend des signes des parties réelles des valeurs pro-
pres Ay, Ag, ooy A

=1 ReA;» 0: —» solution mstable

% 1:Re A < 0 — solution stable

7 1: Re A; <0 — sclution asymptotiquement stable

see pour un systéme non linéaire (8) :

iz . ., ..
%:A-z+/(!.:) de systéme linéaire associe (L) :
df

dz

dr

formément pourt = 0 .

=i Rei; > 0 — solution nulle instable

¥ i Rek; <0: —> solution nulle asymptotiquement
stable.

Dans les autres cas la considération du systeme

linéarisé (L) ne permet pas de conclusion generale.

— Az, avec A comme dans ee, et f{r z) —,0( Yy uni-

c. 26

4 - Stabilité des points de Lagrange.

En un pont de Lagrange L (%o. ¥o) on pose x = xg + &
¥ = vy + n et le systéme différentiel (7) se réecrit

- ¥ .
—2on=—(x,+E¢. Y +n)
£x

g : (15)
« ¥
20l =—(x, + 5.y )
L o
g 3 i
Onnote‘(ﬂzl/r g—:i ‘ 1
Cx“ Py (;1 4 (‘}{{ﬁ A
La formule de Taylor :
= . . .
J——:ﬁ::.I‘,LT+I]-IJ’_\‘)'+()((:";U-)
&x
v . . -
— =& VOG0
A : :

permet d'écrire le systeme differentiel (15) sous une

forme matricielle :‘;—z = A7 + B adaptee au § 3 see
{

CA T T T A S A
JIMp 0 00 Lm0 |
CETI, v, 0 20 8T o en)|

| . H H . . ' '- ; ; ) ", . |

) e Y, 2o Uy I-\m‘ WO+ 7))

avec comme polyndme caracteristique
¥ (A) = det (A-AD)

= (0! Ve -V M+ (Vo Vi - V1) (16)
Les dérivations de (8;) et (8;) donnent les équations

(7)., (17, (17:)

1_1ﬁ m]+m_(_ " Lx:m-#}uR) {xm, ~;LR)
o R rz \ myr mar
l 1. m. ) 3 ‘m m,

7 = . f**:

|(_r R rl I + ‘ s

|_1_ :7‘ mx+yR m._,x—.;ﬂ‘

G o

On va (d'abord dans le cas L;et Ls ensuite dans celu
de L, L, et L) s'intéresser aux parties reelles des va-
leurs propres de A connaissables par y4. car elles psu-
vent donner la clé de la stabilité (cf. § 3 wes)

ey

R3
eenl; onarn=n

2
“R (f_i) donc on obtient (18;), (18,), (185) -

.,

1 3(m1+m,)

|_Lu:4_u__z~_

g 4R

Ji - _OUm, +my)

G wo 4R1

L 330, - my)

G 4R’
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{
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ce qui donne pour le discriminant A du trindme en A’
qu'est Y a(A)
A=(G'm’/R% . (B*-256 +1)

=(Gm /R’ (6-61)(6-0) (19)
avec 8, :Eizﬂ ~ 0,04 et 0, :ﬂ x 25,

— pour 6 € |6; ; 9] on a donc A < 0. Les 4 racines
complexes sont alors non nulles, conjuguées deux a
deux, opposées deux a deux. Il y en a donc 2 qui ont
une partie reéelle strictement positive.

Il 'y a donc instabilité des points de Lagrange L, Ls.

—pourb € ]0:6,[U]0;;+o{onaA>0et, grice
2 (18) on a la factorisation (20) :

Zafh) =
2 G B} q = . .
i+ ﬁ}':; (146 +8° - 250 1)) 2 +§%{1+9 —Ja o 2sg 1))

qui montre que les quatre valeurs propres de A sont
imaginaires pures. En conséquence, la linéarisation ne
permet pas de conclure quant i la stabilité des
points de Lagrange L, L.

Une theéorie mathématique plus sophistiquée, répondant
aux questions que Poincare avait débroussaillées, per-
mettrait de conclure a la stabilité de L., Ls pour 8 dans
cette zone, c'est le théoréme KAM de 1962
(Kolmogorov, Amoeld, Moser).

L'expérience montre, du reste, cette stabilite. Citons les
417 (a ce jour) planétes Troyennes (pour le coupie So-
leil / Jupiter, 0 ~ 1047), l'astéroide 5261 Eurgka (pour
le couple Soleil / Mars, 8 ~ 3 x 107,

Pour les couples Soleil / Saturne, et Soleil / Uranus, les
recentes recherches américaines sont sans succeés a
cette date,

Apres les points L,, Ls (dits "triangulaires") passons a
Li, L, L; (dits "colinéaires"). Rappelons que la sonde
d'observation solaire SOHO est en L, (dit "intérieur™).
Notre numérotation est celle de Szebehely (biblio), il n'
v a pas unanimité dans la littérature.

es en L., on avait (cf. 13) :

i_u 1 919 1

1
== (=+—=)|+— k- (v-—)=0ey=0
R (q3+r;)J zeR (r:’ r,")
x>0;8=m/m>0;r-n=R>0:u=1+8§>0
d (149) 0
one —v—{—+—) <0
R.) r3 E)

1 2

Mais (17123} se réécrivent icl, puisque x + 8 R /u=rn,
etx- OR/u=r;, (22, 22, 223) :

CTC w83 Suromre 295

l - u 1 9) ! E) 7 2{] g
A os (e e M=) = e 2 -
Gm, = R v r 3(1 v’ R ‘ p
| u I &
P Al e s
Gm.* non
v, =0

avec Vo> 0 et V., <0,

On a donc V“.V}; - V..' < 0 ce qui garantit (cf 16) la
factorisation : -

1A= 02 Ay O AL = A

Aqret A, reels positifs.

La valeur propre A = \jh\_, est réelle positive d'ou
I'mstabilité.

Ity a donc instabilité des points de Lagrange L, L.,
L;.

o
-

L L
o8 4 kel 4.
r -
0.6F; s Sy

S R S T v =

(225 S S N Y Y I N | X
0z 06 1C 14 1.8

quelgues mouvements possibles pour les Trovens
(M1 /Ms = 95875 % 1079
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